Seccion 17.2 Evaluacion de integrales dobles

CALCULO 2: Ejercicios resueltos (Se presentan algunos ejercicios
tipo/modelo para ser usados de guia en la resolucién de los ejercicios
propuestos)

Seccion 17.2: Evaluacién de integrales dobles (Pag. 875): 4, 6, 7, 13, 17, 20, 23, 25, 27,
33, 34, 39, 42

Ejercicio 4: EvalUe la integral iterativa

1 x+1
f f (3x + 2y) dy dx
-1 x3

Observemos que el orden “dy dx” hace referencia a que primero integro respecto de Yy, considerando
a x como una constante. Puede ser (til escribirlo de la siguiente manera:

105 Gx+ 2y dy | dx.

y=x+1

.st (3x+2y)dyldx—f [3xy+2—zl . dx

1
f [Bx(x + 1) + (x + 1D?] — [Bx(x3) + (x3)?]dx = f —x® —3x*+4x% +5x + 1 dx

-1 -1
Una vez que integramos con respecto a y, y aplicamos la regla de Barrow, recién ahi pasamos a
integrar con respecto a la variable x

7 5 3 2 1
Sl —x®—3x*+4x® +5x + 1 dx = [—x——3 44245 x—+x] =332 (hacer las cuentas
- 7 5 3 2 _1 105
correspondientes para verificar resultado)
Observar:

- Cuando integro con respecto a una variable, la otra actiia como constante.

- Laprimera integral con sus limites y el dx lo mantengo hasta que integro con respecto a esa
variable x.

- Al hacer la primera integracion, antes de aplicar la regla de Barrow, puede ser Gtil colocar
qué variable voy a reemplazar, por ejemplo y = x + 1y y = x3 a fin de evitar confusion a la
hora de reemplazar.

- A partir de aca el resto de los contenidos a ver incluyen integrales. Si no recuerdas como
integrar con una variable (calculo 1) sugiero que repases o revises los temas
correspondientes a fin de facilitarte el trabajo en los temas venideros.

Ejercicio 13: Esquematice la region R acotada por las gréficas de las ecuaciones dadas y exprese
ffR f(x,y)dA como una integral iterativa mediante (a) el Teorema 17.8 i), y (b) el Teorema 17.8 ii)

=Vx,x=4,y=0
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En el siguiente grafico se representa la region R encerrada por las curvas y = vVx ,x =4,y =0

..—-P-"'/

x=4

(a) Para plantear la integral mediante el teorema 17.8 (i) debemos mirar a la region como una “region
de tipo I, esto es una region donde la variable X Se mueve entre valores constantes, y la variable y

entre dos funciones de x, g;(x) y g, (x).

Observando la region vemos que 0 < x < 4,y
para buscar los limites de la otra variable
podemos pensar asi: Con laxentre 0y 4
“camino, ingreso, entro” a la region empezando
desde los y negativos hacia los positivos. Debo
preguntarme ;Qué ecuacion encuentro al
ingresar? ¢ Qué ecuacion encuentro al salir? O
bien ¢cual de los limites de la regidn es el
primero que encuentro? ¢y cual el segundo? La
respuesta a estas preguntas seran los limites
buscados para la integral. El gréafico ayudaréa a
esta idea.

Una vez establecido que

0<x<4 y 0<y<+x

Mirang

ola como region “Tipo 1”

0=<x=4

salgo por y=+/x

!

Pasamos a plantear la integral pedida: f04 ) O‘E f(x,y) dy dx

1 2 T a

ingreso pary=0

(b) Para plantear la integral mediante el teorema 17.8 (ii) debemos mirar a la regién como una
“region de tipo 117, esto es una region donde la variable y se mueve entre valores constantes, y la
variable x entre dos funciones de y, h;(y) y h,(y). jAtencion! En este caso tienen que ser funciones
de y, 0 sea no usaremos y = +/x, sino que despejaremos x: x = y?
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Observando la region vemos que 0 <y <2,y T
para buscar los limites de la otra variable podemos Mirandola como region “Tipo 2"
pensar asi: Con lay entre 0y 2 “camino, ingreso,

entro” a la region empezando desde los X

negativos hacia los positivos. Debo preguntarme

¢Qué ecuacion encuentro al ingresar? ;Qué

ecuacioén encuentro al salir? O bien ¢cual de los

limites de la region es el primero que encuentro?

¢y cual el segundo? La respuesta a estas preguntas
serén los limites buscados para la integral. El T
grafico ayudara a esta idea.

i O=y=2

Una vez establecido que

0<y<2 vy y*<x<4
Pasamos a plantear la integral pedida: foz fj; f(x,y) dx dy

Observar:

- SIEMPRE en la integral de mas afuera, se colocan las constantes, nimeros, NUNCA una
funcion de x o de y.

- El orden dx dy o dy dx depende de como miramos la region. Si es tipo | sera dy dx y si es tipo
Il seréd dx dy.

Ejercicio 25: Represente la region R acotada por las graficas de las ecuaciones dadas. Suponiendo

que f(x,y) es una funcién continua en R exprese ffR f(x,y)dA como una suma de dos integrales
iterativas del tipo usado en (a) el Teorema 17.8 1), y (b) el Teorema 17.8 ii).

8y=x3,y—x=4,4x+y=9

La region R sobre la cual integraremos se presenta a continuacion
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En este caso, como hemos podido graficar la region, podemos determinar los puntos de interseccion
de las tres curvas directamente, estos son (1,5), (2,1) y (4, 8). Si no tuviéramos conocimiento
exacto del gréfico deberiamos resolver los siguientes sistemas para hallar cada uno de estos puntos:

{4x+y=9 {8y:x3 {8yzx3
y—x=4 4x+y =9 y—x=4

(a) Observando la region como una region del tipo |, para aplicar el Teorema 17.8 i) podemos notar
que dejando la variable x entre constantes, e ingresando a la region desde los valores negativos de y
hacia los positivos, la curva por la que ingresamos, no es siempre la misma, por lo tanto, tendremos
que dividirla en dos:

- Cuando x varia entre 1y 2, ingresamos a la region por

Mkégddacomore@énﬁpol

4x +y = 9 y salimos por y — x = 4 (lado izquierdo de la
recta punteada). Recordando que este “ingreso” y “salida”
deben ser funciones de x (por estar mirdndola como region
tipo 1) lo podemos expresar asi:

-1

1<x<2 - 9—-4x<y<4+x

- Cuando x varia entre 2 y 4, ingresamos a la region por la /

curva 8y = x3 y salimos por y — x = 4 (lado derecho de la 2
recta punteada). Nuevamente teniendo en cuenta que este

ingreso y salida deben ser funciones de x lo expresamos asi: 2

3
2<x<4 - %Sys4+x

Ya con la region bien delimitada, la integral iterativa, al expresar la regiébn como una regién del tipo
I, y utilizando el Teorema 17.8 i), nos queda de la siguiente forma:

4 r4+x

[[remaa= [ senayac+ [ [, rerayax
= 1 2

9—4x

(b) De manera analoga, al observar la regién como una region del tipo Il, para aplicar el Teorema
17.8 ii) podemos notar que, dejando la variable y entre constantes, e ingresando a la region desde los
valores negativos de x hacia los positivos (de izquierda a derecha) la curva por la que ingresamos, no
es siempre la misma, por lo tanto, tendremos que dividirla en dos:
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- Cuando y varia entre 1 y 5, ingresamos a la region por la
curva 4x +y = 9 y salimos por la curva 8y = x3 (esto es
debajo de la linea punteada) y como la estamos mirando
como region tipo Il las mismas deben ser funcion de 'y,
por lo tanto, podemos expresarlo asi:

Hela como region tipo Il

9_
lsys<5 -» —F<x<2ify

- Cuando y varia entre 5y 8, ingresamos a la region por la
curvay — x = 4 y salimos por 8y = x3. Al expresarlas
como una funcién de y obtenemos:

5<y<8 - y-4<x<2ify

Luego, la integral iterativa, al expresar la region como una region del tipo 11, y utilizando el Teorema
17.8 ii), nos queda de la siguiente forma:

[ reyaa= f 5 f;ﬁf(x, y)dx dy + fs 8 fy " yyax dy
R 4

-4



