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Consideremos una funci�on de dos variables, z = f (x , y), con dominio D.

Recordemos... Hemos de�nido las derivadas parciales de f como

fx (x , y) = l ı́m
h!0

f (x + h, y)� f (x , y)
h

y

fy (x , y) = l ı́m
h!0

f (x , y + h)� f (x , y)
h

en cada punto (x , y) en D donde estos l��mites existen, pudiendo
interpretarse como las razones de cambio o tasas de variaci�on
(instant�aneas) de w (o de f ) en (x , y) en las direcciones de los ejes x e y
respectivamente, es decir, en las direcciones de los vectores unitarios
i = h1, 0i y j = h0, 1i.

A continuaci�on estudiaremos una clase de derivadas (que incluye a las
parciales) que permite calcular las razones de cambio de f en cualquier
direcci�on: las derivadas direccionales.
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Sea u = hu1, u2i un vector unitario (con cualquier direcci�on).
Procederemos a de�nir las razones de cambio (media e instant�aneas) de f
con respecto a la distancia en la direcci�on determinada por u.

Supongamos que u se representa en el plano con punto inicial P(x , y).
Su punto �nal tiene, entonces, coordenadas (x + u1, y + u2).
Sea l la recta que pasa por P y tiene la misma direcci�on que u, y sea
Q cualquier otro punto en l .

El vector
�!
PQ es, entonces, un m�ultiplo escalar de u (pues es paralelo

a u), digamos
�!
PQ = su = hsu1, su2i, con s 2 R.

Como u es un vector unitario:
�!PQ = ksuk = js j kuk = js j.

Por lo tanto, s es la distancia (con signo) desde P hasta Q, medida a
lo largo de l .
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Con lo anterior en mente... Si la posici�on de un punto var��a de P(x , y) a
Q (x + su1, y + su2), entonces el incremento de z = f (x , y) es

∆z = f (x + su1, y + su2)� f (x , y).
Luego, la raz�on media de cambio de z = f (x , y) (con respecto a la
distancia) es

∆z
s
=
f (x + su1, y + su2)� f (x , y)

s
.

Por lo tanto, para determinar la raz�on de cambio instant�anea de f en
P, se debe tomar el l��mite del cociente anterior cuando la distancia s
tiende a 0. Esto motiva la siguiente de�nici�on.

De�nici�on (16.22)

Sea f (x , y) una funci�on con dominio D, y sea u = hu1, u2i un vector
unitario. La derivada direccional de f en P (x , y) (P perteneciente al
interior de D) en la direcci�on de u es

Duf (x , y) = l ı́m
s!0

f (x+su1,y+su2)�f (x ,y)
s ,

cuando este l��mite existe.
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Nota: Si a es cualquier vector con la misma direcci�on que el vector
unitario u, tambi�en podemos decir que Duf (x , y) es la derivada
direccional de f en la direcci�on de a. (No obstante, la de�nici�on
correspondiente requiere, para ser aplicada, utilizar un vector unitario.)

Observemos... Aplicando la de�nici�on anterior con el vector unitario
u = i = h1, 0i tenemos que

Dif (x , y) = l ı́m
s!0

f (x + s � 1, y + s � 0)� f (x , y)
s

= l ı́m
s!0

f (x + s, y)� f (x , y)
s

= fx (x , y),

donde la �ultima igualdad se obtiene recordando la De�nici�on (16.7).
Procediendo an�alogamente, con u = j = h0, 1i resulta

Djf (x , y) = fy (x , y).

Por lo tanto, las derivadas parciales de f son casos particulares de sus
derivadas direccionales.
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Para obtener derivadas direccionales de una funci�on que est�a de�nida
mediante una f�ormula expl��cita se puede...

...utilizar la de�nici�on (16.22) (calcular el l��mite correspondiente),

(o bien)

...utilizar el siguiente teorema (cuando sus hip�otesis lo permitan).

Teorema (16.23)

Si f es una funci�on de las variables x e y que es diferenciable en un punto
P(x , y), entonces para cualquier vector unitario u = hu1, u2i se satisface

Duf (x , y) = fx (x , y)u1 + fy (x , y)u2.

Demostraci�on Todas las carreras: estudiar de las p.829-830 (p/ �nal) �
Leer ejemplo 1 (p.830).

Observemos... Si el vector unitario u forma un �angulo θ con el semieje x
positivo, entonces se puede escribir u = hcos θ, sen θi (coordenadas
polares) y as��, la f�ormula del teorema anterior se transforma en

Duf (x , y) = fx (x , y)cos θ + fy (x , y)sen θ.
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Nota: El Teorema (16.23) proporciona una f�ormula que permite calcular,
en cualquier punto en el que una funci�on es diferenciable, todas sus
derivadas direccionales, quedando establecida (indirectamente) la
existencia de las mismas. El rec��proco de esta implicaci�on no es v�alido, es
decir, a�un cuando existan las derivadas en todas las direcciones, no se
puede garantizar diferenciabilidad (considerar el siguiente ejemplo).

La funci�on f dada a continuaci�on admite derivada direccional en (0, 0)
para toda direcci�on y, sin embargo, no es diferenciable en (0, 0):

f (x , y) =

8><>:
x3�y3
x2+y2

si (x , y) 6= (0, 0)

0 si (x , y) = (0, 0)

Sugerencia: Leer el ejemplo que se adjunta a continuaci�on, el cual ilustra
una manera de aproximar las derivadas direccionales (y parciales) cuando
no se cuenta con una f�ormula expl��cita de la funci�on de inter�es.
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EJEMPLO

Con la ayuda del mapa clim�atico
ilustrado en la Figura 1, estimar
el valor de la derivada direccional
de la funci�on que da la temperatura
en Reno, en la direcci�on sureste.
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Soluci�on
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Observemos... La f�ormula establecida en el Teorema (16.23) se puede
expresar tambi�en como el producto escalar de dos vectores:

Duf (x , y) = hfx (x , y), fy (x , y)i � hu1, u2i .
El primer vector en el producto anterior es muy importante, dado que
surge en numerosas aplicaciones, por lo que recibe un nombre y una
notaci�on especiales.

De�nici�on

Sea f una funci�on de las variables x e y. El gradiente de f , denotado por
rf , es la funci�on vectorial de dos variables

rf (x , y) = hfx (x , y), fy (x , y)i .

Entonces, cuando f es diferenciable, para obtener su derivada direccional
en la direcci�on de un vector unitario u, se calcula el producto escalar del
gradiente de f con u, esto es,

Duf (x , y) = rf (x , y) � u.
Leer ejemplo 2 (p.831).
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MAXIMIZACI�ON DE LAS DERIVADAS DIRECCIONALES

Dada una funci�on f de dos variables, un vector unitario u y y un punto
P(x , y), la derivada direccional Duf (x , y), si existe, da (como vimos
antes) la raz�on de cambio de f en P en la direcci�on determinada por u.
Dicha derivada puede ser:

positiva, indicando que f aumenta en esa direcci�on (en un entorno de
P);

negativa, indicando que f disminuye en esa direcci�on (en un entorno
de P);

cero (no existe, en esa direcci�on, un entorno de P en el que f sea
creciente o decreciente).

Consideremos ahora todos los vectores unitarios en cuya direcci�on existe la
derivada direccional de f en P. Cabe plantearnos las siguientes preguntas:

1 >En cu�al de estas direcciones f cambia m�as r�apido (en P)?

2 >Cu�al es la m�axima raz�on de cambio (en P)?

Ambas respuestas se encuentran en el siguiente teorema, conocido como
Teorema del gradiente.
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Teorema (16.26 y 16.27)

Sea f una funci�on de dos variables que es diferenciable en el punto P(x , y).

(i) La m�axima tasa (o raz�on) de crecimiento de f en P, es decir, el
valor m�aximo de Duf (x , y), se alcanza cuando u es el vector unitario con
la misma direcci�on que rf (x , y), y es igual a krf (x , y)k.
(ii) La m�axima tasa (o raz�on) de decrecimiento (o m��nima tasa de
crecimiento) de f en P, es decir, el valor m��nimo de Duf (x , y), se
alcanza cuando u es el vector unitario con la misma direcci�on que
�rf (x , y), y es igual a �krf (x , y)k.

Demostraci�on
Todas las carreras: estudiar de las p. 832-833 (p/ parcial)�

Leer ejemplo 3 (p.833).
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La teor��a desarrollada en esta clase se puede generalizar (en forma
an�aloga) para funciones de tres o m�as variables. Leer De�nici�on
(16.28) y los comentarios y ejemplos que le siguen (p. 834 y 835).
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